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RÉSUMÉ. Les processus de Markov à sauts permettent la modélisation des phénomènes sto-
chastiques en biologie moléculaire. Néanmoins, il y a peu de résultats mathématiques sur la
dynamique de ces processus. De plus, leur simulation sur ordinateur rencontre des difficultés
dues au temps d’exécution. Nous présentons des résultats permettant de réduire la complexité
de la dynamique stochastique. Ces méthodes utilisent des théorèmes limites probabilistes.

ABSTRACT.Markov jump processes can model stochastic phenomena in molecular biology. Nev-
ertheless, there are few mathematical results on the dynamics of these processes in their full
generality. Furthermore, their computer simulation is time expensive. We present here some
mathematical results allowing to reduce the complexity of stochastic dynamics. These methods
employ probabilistic limit theorems.
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1. Introduction

Plusieurs observations nous conduisent à introduire une approche stochastique
dans la dynamique de réseaux de gènes en biologie moléculaire. 1) La variabilité
épigénétique : dans les mesures par des méthodes de fluorescence des niveaux d’ex-
pression du même gène dans des cellules du même type, on constate des distribu-
tions statistiques des niveaux d’expression, dépendantes des conditions externes (Rao
et al., 2002). 2) Les phénomènes de faible dosage : certains gènes de faible activité
peuvent être exprimés par certaines cellules et ne pas l’être par d’autres cellules du
même tissu. C’est le phénomène de haploinsuffisance (Cooket al., 1998), mais aussi
le cas des promoteurs transcriptionels de faible activité (Kaernet al., 2005). 3) La
production intermittente, par paquets, des protéines (Ozbudaket al., 2002; Blakeet
al., 2003; Swainet al., 2002) ; 4) Les phénomènes de bistabilité : dans le cas de
la bistabilité du phage-λ, des distributions bimodales du niveau du gène lytique cro
sont observées et attribuées à la dynamique stochastique (Arkinet al., 1998; Hasty
et al., 2000; Tianet al., 2004). De même, la différenciation cellulaire en morphogé-
nèse peut être abordée de façon stochastique (Laforgeet al., 2005). 4) Dans le cas du
cancer, sous l’incidence du même stimulus, certaines cellules développent le cancer,
d’autres non (Iwasaet al., 2004). Ces différents phénomènes montrent l’importance
d’une approche stochastique pour l’étude du fonctionnement des systèmes molécu-
laires complexes.

La compréhension des phénomènes de réponse aux signaux, différents en fonction
du contexte cellulaire, ne peut s’appréhender que par une approche systémique des ré-
seaux de signalisation et des réseaux de gènes en interaction. L’hypothèse courante de
modélisation est de considérer que la dynamique de tels systèmes est essentiellement
déterministe et que le bruit est une perturbation sans conséquence (Tysonet al., 2003).
Néanmoins, les exemples présentés plus haut suggèrent que les aspects stochastiques
jouent un rôle important dans le fonctionnement de réseaux complexes rencontrés en
biologie moléculaire. Il est donc nécessaire d’approfondir la modélisation et les tech-
niques d’analyse de la dynamique stochastique de ces réseaux. Il est aussi nécessaire
de développer des outils informatiques permettant l’étude du comportement des ré-
seaux biologiques à grande échelle tels que les réseaux de gènes et les réseaux de
signalisation.

La manière classique de modéliser le bruit dans des systèmes de réactions chi-
miques a été introduite par (Delbrück, 1940) et a été formalisée plus tard par
(Bartholomay, 1957; Rényi, 1954). Dans ces modèles, l’évolution d’un système chi-
mique ou biochimique est markovienne et consiste à produire différents types de ré-
actions chimiques aléatoires, avec des intensités qui dépendent du type de réaction et
de l’état du système. L’ensemble des types des réactions définit le mécanisme de réac-
tion. L’état du système est un vecteur aléatoire dont les composantes sont des nombres
entiers, représentant le nombre de molécules des différentes espèces. Les fluctuations
relatives des nombres de molécules sont en général plus importantes pour les espèces
de faible concentration.
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Cette représentation markovienne des systèmes de réactions chimiques a été appli-
quée dans un algorithme de simulation connu sous le nom de la méthode de Gillespie
(Gillespie, 1976). L’algorithme de Gillespie simule un processus de Markov à sauts
dont l’état est le vecteur des nombres de molécules des différentes espèces et dont
les sauts sont représentés par les vecteurs stoechiométriques des différentes réactions.
Lorsque les nombres de molécules sont importants, l’effet d’une seule réaction est
négligeable. Il faut beaucoup de réactions pour changer l’état du système. Ce phéno-
mène conduit à des temps d’exécution importants. Au lieu de générer les réactions
les unes après les autres, séparées par des intervalles de temps aléatoires, Gillespie
(Gillespie, 2001) propose des algorithmes accélérés, dans lesquels plusieurs réactions
sont générées en une seule étape avec une discrétisation déterministe du temps. Le
choix du pas de discrétisation peut être difficile.

Les trajectoires des processus de Markov à sauts convergent vers des trajectoires
déterministes, solutions d’équations différentielles, lorsque le nombre de chaque type
de réaction par unité de temps est important (Kurtz, 1970; Kurtz, 1971). Dans cette
limite, appelée limite fluide par analogie avec le même concept en recherche opéra-
tionnelle, les phénomènes stochastiques disparaissent. Il s’agit de la loi des grands
nombres pour les processus de Markov (Darling, 2002; Darlinget al., 2005). Dans les
mêmes conditions, il existe aussi un théorème central limite qui permet l’approxima-
tion des processus de Markov par des diffusions (Kurtz, 1971; Allain, 1976; Gilles-
pie, 2000).

Lorsqu’une ou plusieurs espèces moléculaires ont des faibles concentrations tan-
dis que toutes les autres espèces ont des fortes concentrations, on ne peut plus ap-
pliquer la limite fluide, ni l’approximation par diffusions. Le cadre décrivant cette
situation est celui des processus de Markov déterministes par morceaux (Boxmaet
al., 2005; Meynet al., 1993; Davis, 1993), ou celui des diffusions à sauts (Yin, 2001),
ou celui des diffusions à plusieurs échelles de temps (Freidlinet al., 1984). Les proces-
sus déterministes par morceaux sont particulièrement faciles à simuler et offrent une
économie importante en temps de calcul par rapport à la méthode de Gillespie lorsque
leur application est justifiée (Alfonsiet al., 2004). De même, il existe de nombreux ré-
sultats (Meynet al., 1993; Davis, 1993) sur les propriétés des trajectoires qui peuvent
s’appliquer pour expliquer les observations expérimentales. La section 2 définit les
modèles de réactions chimiques ; les quatre sections suivantes présentent des résultats
mathématiques sur la convergence des processus de Markov à sauts vers un processus
déterministe, puis la vitesse de convergence, et enfin les processus déterministes par
morceaux pour des processus de Markov ne vérifiant pas les conditions de conver-
gence vers un processus déterministe. La section 8 indique quelques applications en
biologie moléculaire.
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2. Modélisation par des systèmes de réactions chimiques, processus de Markov
à sauts

2.1. Processus de Markov à sauts, quelques rappels

A tout processus de MarkovX(t) ∈ E, E étant un espace métrique, on associe
sa filtration naturelle (son passé et présent)FX

t = σ{X(s), s ≤ t} et une fonction
probabilité de transitionP : R × E × R × B(E) → [0, 1] (B(E) est l’ensemble
des boréliens),P (s, x, t, A) = P

[
X(t) ∈ A|FX

s

]
= P[X(t) ∈ A|X(s) = x] , t ≥ s,

la dernière égalité étant la propriété de Markov (le futur d’un processus de Markov
dépend du passé uniquement par le présent).P satisfait les propriétés suivantes :

1) P (s, x, t, A) est mesurable enx et représente une mesure de probabilité enA.

2) P (t, x, t, .) = δx (masse de Dirac enx).

3) P (t1, x, t3, A) =
∫

P (t1, x, t2, dy)P (t2, y, t3, A) (équation de Chapman-
Kolmogorov).

Les processus de Markov à sauts sont définis par l’existence de la limite suivante
(Gikhmanet al., 1969) :

lim
t↘s

P (s, x, t, A)− δx(A)
t− s

= λ(s, x)µ(s, x, A) [1]

quel que soitt ∈ R, x ∈ E, A ∈ B(E).

La fonctionλ : R × E → R+ est l’intensité (nombre moyen de sauts par unité
de temps).µ(s, x, A) est une mesure de probabilité enA nommée loi des sauts. Elle
représente la probabilité qu’on choisisse de sauter dex en A. Pour des processus
homogènes en temps, l’intensité et la loi des sauts ne dépendent pas du tempss.

LorsqueE est séparable (ce qui est le cas deRn), tout processus de Markov à
sauts est équivalent à un processus càd-làg (continu à droite et possédant une limite
à gauche) et il existe presque sûrement une suite d’intervalles de temps aléatoires
τi de lois exponentielles tels quelimn→∞

∑n
i=1 τi = ∞ et X(t) est constant sur

[
∑n

i=1 τi,
∑n+1

i=1 τi[ (Gikhmanet al., 1969). Ainsi, un processus de Markov à sauts
peut être défini d’une façon équivalente à partir d’un processus de comptageν(t)
(d’intensitéλ) et d’une chaîne de MarkovXn de noyau de transitionµ : X(t) = Xν(t).

Cette dernière description d’un processus de Markov à sauts est utilisée dans l’al-
gorithme de simulation de Gillespie (Gillespie, 1976) :

1) X = X0,t = 0.

2) Générer un intervalle de temps aléatoireτn de loi exponentielle de paramètre
λ(X, t).

3) Incrémenter le tempst = t + τn.

4) Effectuer un sautX → Y oùY est généré avec la loiµ(X, t).
5) Si t < tmax , retour à l’étape 2.
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Notons l’importance de la loi exponentielle des intervalles de temps dans la des-
cription markovienne. En effet, remplacer la loi exponentielle par une autre loi avec
mémoire, conduirait à la perte du caractère markovien de la dynamique. Ceci est néan-
moins possible dans des modèles semi-markoviens où les intervalles de temps peuvent
être choisis quelconques (Korolyuket al., 1995).

L’intérêt du choix markovien réside aussi dans la simplicité et la puissance des
techniques mathématiques disponibles pour ce type de processus. Ainsi à tout proces-
sus de Markov homogène on peut associer un semi-groupe d’évolution, c’est-à-dire un
opérateur sur l’ensembleB(E) des fonctions bornées surE, T (t) : B(E) → B(E)
défini parT (t)f(x) = E[f(X(t))|X(0) = x]. Son générateur est défini parAf =
limt→0

T (t)f−f
t , pour toute fonctionf dans le domaineD(A) où cette limite existe.

La relation suivante va être utilisée par la suite (Ethieret al., 1986) :

dT (t)f
dt

= AT (t)f = T (t)Af [2]

Un processus de Markov à sauts homogène peut être ainsi caractérisé par son gé-
nérateur (Ethieret al., 1986) :

Af(x) = λ(x)
∫

E

(f(z)− f(x))µ(x, dz) [3]

2.2. Systèmes de réactions chimiques

Les systèmes de réactions chimiques sont modélisés par des processus de Markov
à sauts homogènes (Rényi, 1954; Bartholomay, 1957). Lorsqu’il y an espèces chi-
miquesA1, . . . , An l’espace d’états estE = Zn, un état étant un vecteurX indiquant
les nombres de molécules de chaque espèce.

A chaque réaction chimique du type

αi1A1 + . . . + αinAn ­ βi1A1 + . . . + βinAn [4]

on associe un sautθi = βi − αi ∈ Zn, i = 1, nr ( nr est le nombre de réactions ). On
considère également la réaction inverse ce qui correspond au saut−θi. L’intensité et
la loi des sauts sont :

λ(X) =
nr∑

i=1

[Vi(X) + V−i(X)] [5]

µ(X, .) =
nr∑

i=1

[qi(X)δX+θi(.) + q−i(X)δX−θi(.)] [6]

Vi, V−i sont les vitesses des réactions (nombre moyen de réactions par unité de
temps) dans un sens et dans l’autre. Les probabilitésqi = Vi/

∑nr

j=1(Vj + V−j) satis-
font

∑nr

i=1(q−i + qi) = 1.



446 RSTI - TSI. Volume 26 – n◦ 3-4/2007

Plusieurs choix sont possibles pour les vitesses de réaction (Gorbanet al., 2000).
Le choix courant est d’utiliser la loi d’action des masses. Selon cette loi, les vitesses
de réaction sont des fonctions polynomiales de concentrations :

Vi(X) = Vvi(x) = ki

n∏
s=1

xαis
s , V−i(X) = Vv−i(x) = k−i

n∏
s=1

xβis
s [7]

oùV est le volume de réaction, qui en biologie moléculaire est de l’ordre du volume
d’une cellule ou plus petit,x = X/V est le vecteur des concentrations etvi sont les
vitesses de réaction par unité de volume.

Ce choix de modélisation s’applique sous les conditions suivantes :

– diffusion rapide, système bien mélangé,

– chaos moléculaire (absence de corrélation entre les positions des molécules ou
entre les réactions).

La validité de la première hypothèse dépend généralement de la comparaison entre
une longueur de diffusionLD et l’échelle spatiale de l’observation expérimentaleLO.
Si D est le coefficient de diffusion spatiale d’une molécule et siτ est un temps carac-
téristique aux réactions bio-chimiques, la condition de diffusion rapide s’écrit :

LD =
√

Dτ << LO [8]

Les valeurs du coefficient de diffusion intra-cellulaire dépendent de beaucoup
de facteurs. Parmi ces facteurs, l’encombrement joue un rôle important (Takahashi
et al., 2005). Ce facteur peut limiter la diffusion à des valeurs aussi petites que
10−8cm2s−1 (Elowitz et al., 1999). PourD ∼ 10−8cm2s−1, τ = 1s, on aLD =
10−4cm ce qui est comparable aux dimensions de la cellule d’un procaryote. On peut
donc considérer qu’une cellule de procaryote est bien mélangée sur des échelles de
temps supérieures à1s. Ce temps doit être multiplié par 100 pour les cellules euca-
ryotes, qui ont des diamètres 10 fois plus grands. Pour certains processus confinés
dans des compartiments de taille beaucoup plus petite que celle de la cellule (noyau,
mitochondries), ou pour les phénomènes de transport actif cette estimation est sans
doute trop drastique. Reste l’importante catégorie des processus de transport cyto-
plasmique passif pour laquelle le temps de diffusion n’est pas du tout négligeable par
rapport aux échelles de temps de secondes ou de dizaines de secondes. Le cas d’un
syncitium est pire encore. Un syncitium est une région contenant un nombre impor-
tant de noyaux non séparés par des membranes cellulaires (cette structure apparaît
par exemple dans les premiers stades de développement de Drosophila melanogaster
(Reinitzet al., 1995)). Le syncitium de Drosophila d’une taille d’environ5.10−2cm
est beaucoup trop grand pour être considéré bien mélangé sur une échelle de temps,
de signification physiologique quelconque. Dans de tels cas, le modélisateur peut dé-
composer l’espace en sous-volumes bien mélangés, et introduire la diffusion entre
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sous-volumes. Cette solution est utilisée dans des algorithmes informatiques tels que
SmartCell (Anderet al., 2004), NSM (Next Subvolume Method) (Elf et al., 2004).

Un traitement rigoureux du cas où l’hypothèse 1) n’est pas satisfaite n’est plus
possible en gardant la représentation des états en termes de nombre de molécules de
chaque espèce. Les molécules doivent être traitées individuellement et leurs positions
spatiales doivent être prises en compte. La complexité d’un telle description est très
grande, mais des approches mathématiques existent pour des cas particuliers (proces-
sus de fragmentation/coagulation (Aldous, 1999), équation de Boltzmann ou des hié-
rarchies BBGKY tronquées à bas ordre pour le traitement approchée des corrélations
entre molécules (Cercignaniet al., 1997; Kuzovkovet al., 1988)).

La perte de la propriété de bon mélange conduit à des nouveaux phénomènes. A)
Localisation : les produits peu mobiles ou avec un temps de vie relativement court
(c’est le cas de l’ARN messager, dont le temps de vie est court) restent localisés dans
le voisinage de leurs sources. La localisation peut modifier les vitesses de réaction (en
modifiant la loi d’action des masses) et conduire à des déplacements de l’équilibre
(Togashiet al., 2005; Scherbet al., 2000). B) Contrôle des vitesses de réaction par
la diffusion : lorsque la longueur de diffusion est plus petite que la distance moyenne
entre molécules (condition plus forte que [8]) la cinétique est contrôlée par la diffu-
sion. Des approches du type champ moyen permettent de retrouver la loi de l’action
de masse avec des coefficients cinétiques variables dans le temps et dépendants du
coefficient de diffusion (Baldinget al., 1989).

L’hypothèse du chaos moléculaire s’applique en théorie cinétique des gaz
(Cercignaniet al., 1997), mais il n’est pas du tout évident qu’elle s’applique aussi
aux milieux encombrés tels que l’intérieur de la cellule. Gillespie (Gillespie, 1976)
a formulé une condition qui pourrait conduire au chaos moléculaire : le nombre de
collisions non réactives doit être beaucoup plus important que le nombre de collisions
réactives. Les corrélations entre molécules et entre réactions en cinétique chimique
sont assez peu étudiées à l’exception de l’effet de volume exclu ; ce dernier effet di-
minue la compétition entre molécules semblables, diminue les fluctuations et accélère
la cinétique des réactions binaires (Junget al., 1997). Un algorithme informatique
qui peut rendre compte des corrélations entre réactions et effets spatiaux est StochSim
(Morton-Firth, 1998). En utilisant une représentation individuelle de chaque molécule,
cet algorithme est mieux adapté pour des simulations des milieux encombrés.

3. Limite déterministe thermodynamique, loi des grands nombres pour
processus de Markov

La dynamique des processus de Markov à sauts est simplifiée lorsque les sauts
sont petits et rapides. Il s’agit d’un passage à la limite dans lequel l’intensité des
sauts converge vers l’infini, la taille des sauts converge vers zéro et le produit entre
la taille et l’intensité reste constant. Si on imagine les sauts comme des quantités de
substance, ce produit représente un débit. En théorie des files d’attente cette limite est
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appelée limite fluide. En cinétique chimique elle est appelée limite thermodynamique
(voir plus loin). Dans cette limite, le phénomène dynamique devient déterministe. Les
techniques nécessaires pour prouver ces résultats sont essentiellement des inégalités
de martingales (Kurtz, 1970; Kurtz, 1971; Darling, 2002; Darlinget al., 2005; Muller,
2003).

Les deux théorèmes suivants dus à (Kurtz, 1971) sont particulièrement importants :

Théorème 1 Soit (Xn)n∈N une suite de processus de Markov à sauts homogènes,
d’espaces d’états, intensités et lois de sautsEn ⊂ Rk, λn(x), µn(x, dy).

SoitFn(x) = λn(x)
∫

En
(z − x)µn(x, dz) une fonction "débit",

Zn(t) = Xn(t)−Xn(0)− ∫ t

0
Fn(Xn(u)) du, l’accroissement compensé du pro-

cessusX(t).

Alors,

Px

[
sup

0≤s≤t
|Zn(s)| > δ

]
≤ t

δ2
sup

x∈En

λn(x)
∫

En

|z − x|2µn(x, dz) [9]

Théorème 2 Soit(xn)n∈N une suite de processus de Markov à sauts homogènes qui
satisfait :

i) limn→∞ supx∈En
|Fn(x)− F (x)| = 0.

ii) limn→∞|xn(0)− x0| = 0 presque sûrement.

iii) limn→∞ supx∈En
Dn(x) = 0, oùDn(x) = λn(x)

∫
En
|z − x|2µn(x, dz).

oùF : Rk → Rk est une fonction uniformément lipschitzienne.

Soitx(s) l’unique solution du système d’équations différentielles :

dx(s)
ds

= F (x(s)), x(0) = x0 [10]

Alors,

lim
n→∞

P
[

sup
0≤s≤t

|xn(s)− x(s)| > δ

]
= 0, ∀δ > 0 [11]

REMARQUE 1. – Le théorème 2 signifie que lorsque le moment d’ordre deux des
sauts (qui représente le coefficient de diffusion «radial» dans l’espace des concentra-
tions) converge vers zéro uniformément, le processus à sauts s’approche de la solution
d’un système d’équations différentielles.

REMARQUE 2. – Dans la condition iii),Rk pourrait être remplacé par un compactK
invariant.
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Application aux systèmes de réactions chimiques

Pour les systèmes de réactions chimiques la limite fluide correspond à la limite
thermodynamique. Considérons une suite (Xn) de processus de Markov à sauts cor-
respondant à des systèmes de réactions chimiques. Les types de réactions chimiques
sont les mêmes pour chaque système de la suite, mais le volume de réaction est de plus
en plus grand,Vn →∞. Considérons les processus des concentrationsxn = Xn/Vn.
Dans cette section nous allons re-numéroter les réactions de manière à éviter l’utilisa-
tion des indices± qui, pour les réactions réversibles, font la distinction entre les deux
directions. Ainsi, chaque réaction réversible contribuera avec deux vecteurs de sauts
de signes opposés. Selon la loi de l’action des masses les vitesses de réaction satisfont
la loi d’échelle :

Vi(Xn) = Vnvi(xn) [12]

L’intensité, la loi de sauts, la fonction débit et le coefficient de diffusion radial du
processusxn sont respectivement :

λn(x) = Vn

nr∑

i=1

vi(x) [13]

µn(x, dz) =
nr∑

i=1

δ
x+

θi
Vn

(dz)pi(x), où pi(x) = vi(x)/(
nr∑

i=1

vi(x)) [14]

Fn(x) = F (x) =
nr∑

i=1

vi(x)θi, Dn(x) =
1
Vn

nr∑

i=1

vi(x)|θi|2 [15]

Dans ce cas on alimn→∞Dn(x) = 0. Dans la limite thermodynamique, la dyna-
mique converge en probabilité vers la solutionx(t) du système d’équations différen-
tielles [10].

4. Vitesse de convergence, théorème limite central

L’inégalité de martingales (théorème 1) borne supérieurement la vitesse de conver-
gence, d’une façon analogue au théorème de Tchebychev pour des suites de variables
aléatoires indépendantes :

P
[

sup
0≤s≤t

|xn(s)− x(s)| > δ

]
≤ Ct

Vδ2
sup

x
[

nr∑

i=1

|θi|2vi(x)], C > 0

Cette borne n’est pas optimale et peut être améliorée par des inégalités de concen-
tration (Darling et al., 2005) ou par le théorème limite central. Pour approfondir
l’étude du comportement de la différencexn(s) − x(s), utilisons le théorème limite
central suivant (Kurtz, 1971) :



450 RSTI - TSI. Volume 26 – n◦ 3-4/2007

Théorème 3 Soit une suite de réelsαn > 0, αn → ∞. SoitXn(t) une suite de pro-
cessus de Markov à sauts partant deX0 à t = 0. Définissons des fonctions "débit"
Fn(x) comme pour les théorèmes 1,2. De plus, définissons la "matrice de diffusion"
suivanteGij

n (x) = λn(x)
∫

En
(zi − xi)(zj − xj)µn(x, dz). Supposons que les condi-

tions suivantes sont satisfaites :

i) limn→∞ supx∈En
|Fn(x)− F (x)| = 0.

ii) limn→∞ supx∈En
||α2

nGn(x)−G(x)|| = 0.

iii) il existe une suiteεn → 0 telle que

lim
n→∞

sup
x∈En

α2
nλn(x)

∫

|z−x|>εn/αn

|z − x|2µn(x, dz) = 0

AlorsWn(t) = αn(xn(t)− x(t)) converge en loi vers le processus de ItôV (t) =∫ t

0
[G(X(s))]1/2 dBs, oùX(t) est la solution du systèmedX

dt = F (X(t)), X(0) = X0

Application aux systèmes de réactions chimiques

Comme dans la section précédente, soitxn(t) la suite des processus des concen-
trations. Choisissonsαn =

√Vn. Les éléments de la matrice de diffusion pour le
processusxn(t) sont :

Gij
n (x) =

1
V

nr∑

k=1

vk(x)θi
kθj

k [16]

La condition ii) est satisfaite pour

Gij(x) =
nr∑

k=1

vk(x)θi
kθj

k [17]

De plus, la condition iii) est satisfaite également car lorsqu’on choisitεn =
1√Vn

supk |θk| :

α2
nλn(x)

∫

|z−x|>εn/αn

|z − x|2µn(x, dz) =
∑

|θk|>εn

√Vn

vk(x)|θk|2 = 0

REMARQUE 1. – Pourn →∞ le processusxn(t) converge vers la solution détermi-
nisteu(t). Le théorème nous dit ce qu’il se passe à des échelles fines1/αn = 1/

√Vn

dans l’espace des concentrations. A cette échelle, la diffusion n’est pas négligeable.
Néanmoins, cette échelle devient arbitrairement petite, donc on peut considérer que la
diffusion s’effectue dans un voisinage de la trajectoire déterministe suffisamment pe-
tit pour pouvoir négliger les termes de dérive. Pour un volume fini ou pour des temps
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importants cette approximation peut être insuffisante. Gillespie (Gillespie, 2000) jus-
tifie par des arguments heuristiques une meilleure approximation de diffusion qui rend
compte aussi de la dérive. Cette approximation est à la base de l’algorithme accéléré
nomméτ -leap (Gillespie, 2001). Au lieu de simuler un nombre important d’intervalles
aléatoires entre réactions qui se succèdent rapidement, l’algorithmeτ -leap discrétise
le temps de manière déterministe et simule une seule variable aléatoire normale (le
nombre de réactions) par type de réaction et par intervalle de temps.

REMARQUE 2. – Ce théorème permet d’estimer les fluctuations par rapport à la
trajectoire déterministe. En effet, en utilisant l’isométrie de Itô, on obtient :

VnE
[
(xn(t)− u(t))(xn(t)− x(t))t

] →
∫ t

0

G(u(s))ds [18]

5. Limites singulières

Les théorèmes sur la limite déterministe thermodynamique ne sont valables
qu’asymptotiquement, sous condition que les nombres de molécules de chaque espèce
soient très grands et proportionnels au volume. En réalité, toute cellule a un volume
fini et certaines espèces moléculaires peuvent se trouver en petits nombres à l’intérieur
de la cellule. Deux situations typiques en cinétique chimique conduisent à des faibles
nombres de molécules :

1) Existence de composants transitoires (radicaux, complexes enzymatiques, etc.)
qui n’ont des concentrations significatives que pendant des courtes durées lors des
déplacements d’équilibre.

2) Existence de lois de conservation avec coefficients positifs imposant des bornes
supérieures pour les nombres de certaines molécules. Lorsque ces bornes sont basses,
les molécules restent en faibles nombres pendant toute la durée de la cinétique.

Remarquons que les deux situations sont dynamiquement différentes :

– la première situation implique des temps transitoires courts ; nous verrons que
dans la deuxième situation les temps transitoires sont remplacés par des basculements
de régime lorsque les espèces rares subissent des réactions,

– la première situation est une situation typique à deux échelles de temps : une
échelle rapide pendant laquelle les concentrations des espèces transitoires atteignent
des niveaux faibles et une échelle lente pendant laquelle les autres espèces évoluent
vers un équilibre. La deuxième situation n’implique pas nécessairement des échelles
de temps séparées.

Les deux cas correspondent à la limiteε → 0, oùε représente la concentration des
espèces rares. Bien que des limites de ce type aient été abordées par plusieurs auteurs
(Haseltineet al., 2002; Raoet al., 2003; Burrageet al., 2004; Plyasunov, 2005), à
notre connaissance il n’existe pas une présentation unitaire de ce sujet. Nous allons
donner ici quelques arguments heuristiques permettant de guider le lecteur.
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Soit X = (Xf , Xr) une décomposition du vecteur des nombres de molécules
en espèces fréquentes et rares, respectivement. Considérons le processus de Markov
suivant :

xε,V(t) = (xf (t), xr(t)) =
(

Xf (t)
V ,

Xr(t)
εV

)
[19]

oùV est le volume.

Le générateur de ce processus est :

Aε,Vf(xf , xr) =
r∑

i=1

[f(xf +
θf

i

V , xr +
θr

i

εV )− f(xf , xr)]Vi [20]

Notons queεV représente l’ordre de grandeur du nombre de molécules rares.
Alors, les deux situations citées plus haut correspondent àV → ∞, ε → 0, εV → ∞
et àV → ∞, ε → 0, εV → 1, respectivement.

Dans la première situation nous avons une limite thermodynamique déterministe,
mais celle-ci conduit à une dynamique à deux échelles de temps. De façon heuristique,
on emploie un développement de Taylor au deuxième ordre dans [20] et la loi d’action
de masses, pour obtenir une approximation de diffusion du générateur du processus
xε,V(t) :

AD
ε,Vf(xf , xr) = fxf

.F f (xf , xr) +
1

2V fxf ,xf
: Gf (xf , xr)

+
1
ε
fxr .F

r(xf , xr) +
1

2ε2V fxr,xr : Gr(xf , xr)
[21]

F f , F r, Gf , Gr sont les composantes des fonctions vectorielleF et matricielleG dé-
finies par les équations [15],[17],fxf,r

sont des gradients,fxf,r,xf,r
sont des matrices

hessiennes,. est le produit scalaire et: est le produit tensoriel deux fois contracté.

Le générateur dans [21] correspond au système d’équations différentielles stochas-
tiques :

dxf =F f (xf , xr)dt +
1√V σf (xf , xr)dBf

dxr =
1
ε
F r(xf , xr)dt +

1
ε
√V σr(xf , xr)dBr

[22]

oùσf,r(σf,r)t = Gf,r et oùBf,r sont des browniens indépendants.

La limite singulièreε → 0 dans le système [22] est caractérisée par le principe
d’homogénéisation (Freidlinet al., 1984; Skorokhod, 1989). Soity(t) le processus
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satisfaisant l’équationdy = F r(xf , y)dt + σr(xf , y)dB. Le processusxf à lui seul
converge vers un processus de Markov qui satisfait l’équation différentielle stochas-
tique homogénéiséedxf = F̄ f (xf )dt + 1√V σ̄f (xf )dBf , où F̄ f , σ̄f sont obtenus

à partir deF f , σf en moyennant la dépendance enxr sur une trajectoire dey(t)
(Freidlinet al., 1984) ou sur la loi dey lorsque ceci est ergodique (Skorokhod, 1989).
(Haseltineet al., 2002; Raoet al., 2003) montrent aussi des principes d’homogénéi-
sation à l’aide de l’équation maîtresse (équation de Kolmogorov). Mentionnons aussi
qu’un point de vue différent à l’utilisation du principe d’homogénéisation est possible
et consiste à étudier la localisation des trajectoires dans un voisinage de la variété lente
définie par l’équationF r(xf , xr) = 0 (Berglundet al., 2003).

Considérons maintenant la deuxième situation. Supposons que les vitesses de ré-
actions satisfont :

Vi =Ṽi(
Xf

V ,
Xr

εV ), ∀i t.q. θr
i 6= 0

Vi =V ṽi(
Xf

V ,
Xr

εV ), ∀i t.q. θr
i = 0

[23]

Ces conditions expriment le fait que les espèces rares n’obéissent pas à la loi d’ac-
tion de masses. Dans la limite thermodynamique, les vitesses des réactions qui pro-
duisent ou qui consomment des espèces rares ne dépendent pas du volume.

Le même argument heuristique appliqué à [20] suggère que le processus de Mar-
kov xε,V(t) converge vers un processus de générateur :

ADMf(xf , Xr) =fxf
.F f (xf , Xr) +

nr∑

i=1

[f(xf , Xr + θr
i )−

f(xf , Xr)]Ṽi(xf , Xr)

[24]

Ce processus est déterministe par morceaux. Pendant le temps entre deux réactions
impliquant une molécule rare (par exemple apparition ou disparition d’une molécule
rare), la dynamique est déterministe. Le changement produit par une telle réaction
induit un changement de paramètres de la dynamique déterministe.

6. Processus déterministes par morceaux

Un modèle à deux états (présence et absence d’une molécule rare), utilisé en re-
cherche opérationnelle, est particulièrement adapté pour décrire des situations variées
en biologie moléculaire.
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Soit (X(t), γ(t)) un processus de Markov à espace d’étatsE = [0,∞[×{0, 1}.
X(t) évolue selon une dynamique différentielle paramétrée par la variable discrète
γ(t) :

dX

dt
=

{ −r0(X) si γ(t) = 0
r1(X) si γ(t) = 1 [25]

r0(X) ≥ 0 est un terme de consommation tandis quer1(X) ≥ 0 est un terme
de production. On suppose également qu’il n’y a pas consommation lorsqueX = 0,
γ = 0, i.e. r0(0) = 0, et qu’il n’y a pas de production lorsqueX = 1, γ = 1, i.e.
r1(1) = 0. Avec ces deux conditions on montre que siX(0) ∈ [0, 1], alorsX(t) ∈
[0, 1], t ≥ 0. De plus,γ saute de0 à1 avec l’intensitéλ0(X) et de1 à0 avec l’intensité
λ1(X). Pour que les états(0, 0), (1, 1) ne soient pas absorbants on imposeλ1(0) > 0
etλ0(1) > 0.

Le générateur du processus(X(t), γ(t)) est :

Af(x, 0) = −r0(x)f ′(x, 0) + λ0(x)(f(x, 1)− f(x, 0)) [26]

Af(x, 1) = r1(x)f ′(x, 1) + λ1(x)(f(x, 0)− f(x, 1)) [27]

Soitπ la loi invariante de(Xt, γt). Une forme suffisamment générale deπ corres-
pond à :

Eπf(X(t), γ(t)) =p0f(0, 0) + p1f(1, 1) + c0

∫ 1

0

g0(x)f(x, 0)dx+

c1

∫ 1

0

g1(x)f(x, 1)dx

[28]

oùp0, p1, c0, c1 ∈ [0, 1], p0 + p1 + c0 + c1 = 1,
∫ 1

0
gi(x)dx = 1.

La signification des fonctions et paramètres est la suivante :

– pi + ci définit la loi marginale (discrète) deγ, pi + ci = P[γ = i]. De plus,
pi = P[X = i, γ = i] , i = 0, 1.

– ci

pi+ci
gi(x) est la densité de la partie continue de la loi conditionnelle deX,

ci

pi+ci
gi(x)dx = P[X(t) ∈ dx|γ(t) = i].

– la partie continue de la loi marginale deX a la densitép(x) = c0g0(x)+c1g1(x).

En utilisant la propriété du générateur et l’invariance deπ on obtient :

EπAf(X(t), γ(t)) =
d

dt
Eπf(X(t), γ(t)) = 0 [29]
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L’équation d’équilibre [29] est valable pour toute fonctionf dans le domaine du
générateur. En considérant des fonctions différentiables enx et qui satisfontf(x, 1) =
f(x, 0) = 0 pourx = 0, 1, on obtient l’équation de Kolmogorov (rétrograde) :

d[c0r0(x)g0(x)]
dx

− c0g0(x)λ0(x) + c1g1(x)λ1(x) = 0 [30]

d[c1r1(x)g1(x)]
dx

− c0g0(x)λ0(x) + c1g1(x)λ1(x) = 0 [31]

De [30],[31] il suit quec0r0(x)g0(x) = c1r1(x)g1(x) + const.. En réalité, la
constante est nulle car en appliquant [29] aux fonctions différentiables enx et qui
satisfontf(x, 1) = f(x, 0) pour toutx, on obtient :

c0r0(x)g0(x) = c1r1(x)g1(x) [32]

L’équation [32] représente une condition de balance détaillée partielle enx : pour
chaquex les flux entre les états(x, 0) et(x, 1) dans un sens et dans l’autre sont égaux.
A noter que le processus(X(t), γ(t)) est entièrement réversible.

En adaptant un résultat de (Boxmaet al., 2005) qui utilise [30], [32] on obtient le
théorème suivant :

Théorème 4 Supposons que la loi invarianteπ existe et qu’elle a la forme indiquée.
Si les intégralesIε

1 = limx→0

∫ ε

x
[λ1(u)
r1(u) − λ0(u)

r0(u) ]du = −∞ pour unε > 0 et Iε
2 =

limx→1

∫ x

ε
[λ1(u)
r1(u) − λ0(u)

r0(u) ]du = ∞ pour unε < 1, alors p0 = p1 = 0 et gi(x) =
1

αiri(x) exp[−Φ(x)], où le potentielΦ(x) obéit à l’équation différentielle

dΦ
dx

=
λ1(x)
r1(x)

− λ0(x)
r0(x)

etαi =
∫ 1

0
1

ri(x) exp[−Φ(x)] dx, ci = αi

α0+α1
.

REMARQUE 1. –Iε
1 peut être fini lorsqueτε =

∫ ε

x
du

r0(u) et λ0(0) sont finis.τε est le
temps nécessaire pour arriver enX = 0 en partant deX = ε lorsqueγ = 0. 1/λ0(0)
est le temps moyen de séjour en(0, 0). La loi invariante charge l’état(0, 0) seulement
si on peut y arriver en temps fini et si on ne quitte pas cet état immédiatement après
y arriver. On ne rencontre pas une telle situation dans nos exemples car la relaxation
deX vers0 est exponentielle et le temps pour arriver dans l’état(0, 0) est infini. Une
remarque analogue s’applique à l’état(1, 1).

7. Algorithmes hybrides, complexité

Pour l’algorithme de Gillespie, le temps de calcul est proportionnel au nombre de
réactions à générer, donc il est proportionnel au paramètreV (volume) du modèle.



456 RSTI - TSI. Volume 26 – n◦ 3-4/2007

Dans la limite déterministe, ou déterministe par morceaux, ce temps devient infini.
Lorsque le processus qu’on étudie possède une limite déterministe par morceaux il est
plus approprié d’utiliser un algorithme hybride. Dans un algorithme hybride, la dyna-
mique des molécules rares est discrète et simulée selon la méthode de Gillespie. Entre
deux réactions successives impliquant des espèces rares , la dynamique des concen-
trations d’espèces fréquentes est calculée par un solveur d’équations différentielles
ordinaires. Pour le modèle à deux états de la section précédente l’algorithme hybride
est le suivant :

1) X = X0, γ = γ0, t = 0.

2) Générer un intervalle de temps aléatoireτn de loi exponentielle de paramètre
λi(X) lorsqueγ = i, i = 0, 1. Les fonctionsλi(X) résultent du passage à la limite
V → ∞ ( λi = Ṽi dans [24] ) et ne dépendent pas deV.

3) PropagerX(t) → X(t + τ) avec un solveur déterministe (paramétré parγ).
Changerγ de 0 en 1, ou de 1 en 0.

4) Incrémenter le tempst = t + τn.

5) Si t < tmax , retour à l’étape 2.

L’utilisation d’approximations déterministes par morceaux permet un gain en
temps de calcul. En effet, lorsque le paramètreV augmente, le temps de calcul pour
une simulation déterministe par morceaux ne diverge pas (car le nombre de sauts par
unité de temps est fini et indépendant deV) ; ce temps dépend seulement de la lon-
gueur temporelle de la trajectoire.

8. Exemples

Nous allons traiter deux exemples. Le premier est un modèle de régulation des
états lytique et lysogénique du bactériophageλ, le deuxième est un modèle de ha-
ploinsuffisance.

8.1. Méthodes informatiques

Toutes les simulations qui illustrent cette section utilisent l’algorithme de Gillespie
décrit dans la section 2.1. L’algorithme a été implémenté en Matlab version 7.1. Dans
le cas du modèle de Cook, pour illustrer le gain en temps de calcul on a également im-
plémenté l’algorithme hybride décrit dans la section 7. Pour les simulations effectuées
en Matlab, l’algorithme hybride est 5 fois plus rapide que l’algorithme de Gillespie (il
faut moins d’une seconde pour simuler une trajectoire par l’algorithme hybride et 5
secondes par l’algorithme de Gillespie).
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Figure 1. Modèle de phageλ, la limite déterministe est marquée en trait continu. a)
molécules et sites en grands nombres ; b) un seul site. Les paramètres sont a)k±1 =
k±2 = k±3 = 0.1, k4 = 0.006, k5 = 0.01 b) k±1 = k±3 = 0.01, k4 = 0.3, k5 = 0.005.
Les trajectoires stochastiques sont représentées tous les a)100 b) 10 sauts
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Figure 2. Modèle de Cook. a) Fluctuations rapides, loi invariante bimodalek1 =
19, k−1 = 19, k3 = 20, k2 = 4000 ; b) intermittencek1 = 1, k−1 = 1, k3 = 20, k2 =
4000 ; c) pics stochastiquesk1 = 0.5, k−1 = 10 P 2

0.01+P 2 , k3 = 50, k2 = 4000 ; d)
fluctuations rapides, loi invariante unimodale,k1 = 20, k−1 = 10, k3 = 1, k2 = 4000



Théorèmes limites 459

8.2. Phageλ

Le bactériophageλ qui parasite E.Coli est l’exemple classique de système bio-
moléculaire bistable. Il possède deux états d’équilibre stable : l’état lysogénique quand
le virus est dormant dans l’ADN de la bactérie, et l’état lytique quand le virus se multi-
plie de façon indépendante et finit par détruire son hôte. Le passage d’un état à l’autre
s’effectue suite à un stress extérieur et est contrôlé par deux gènes : CI et CRO. CI est
un inhibiteur de CRO qui induit l’état lytique. On présente ici une version légèrement
simplifiée d’un modèle proposé par (Hastyet al., 2000). Dans ce modèle, la bistabi-
lité est entièrement assurée par CI qui s’autorégule. L’action de CI sur lui-même se
fait par l’attachement des homodimères de CI successivement sur plusieurs sites dans
la région promotrice ; peu de molécules accolées stimulent CI, beaucoup de molé-
cules accolées répriment CI. NotonsC le nombre de molécules de ARN de CI. Soient
D,D1, D2 les nombres de régions promotrices non occupées, avec simple et avec
double occupation respectivement. Seul l’étatD1 déclenche la transcription de CI.
Le modèle est décrit par les réactions suivantes (dans les réactions,C, C2, D,D1, D2

désignent respectivement les variables ARN de CI, dimère de ARN de CI, site non
occupé, site en simple occupation et site en double occupation ; le nombre entiern est
la taille du paquet de transcription/traduction ) :

2C
k1­

k−1

C2, D + C2

k2­
k−2

D1, D1 + C2

k3­
k−3

D2, D1
k4−→ D1 + nC, C

k5−→

L’état du système est le vecteurX = (C,C2, D, D1, D2). Les vecteurs stoechio-
métriques correspondant aux cinq types de réactions sontθ1 = (−2, 1, 0, 0, 0), θ2 =
(0,−1,−1, 1, 0), θ3 = (0,−1, 0,−1, 1), θ4 = (n, 0, 0, 0, 0), θ5 = (−1, 0, 0, 0, 0). Il
y a donc huit vecteurs de sauts±θ1,±θ2,±θ3, θ4, θ5 (les réactions réversibles dans
un sens et dans un autre sont considérées indépendamment).

Notons la loi de conservation suivante :

D(t) + D1(t) + D2(t) = D0 [33]

8.2.1.Limite déterministe thermodynamique

L’évolution déterministe, dans la limite thermodynamique est décrite par [10] pour
une fonction de débitF (x) = (k1c

2−k−1c2, k2dc2−k−2, k3d1c2−k−3d2, k4d1, k5c).
Les états stationnaires sont les solutions de l’équationF (x) = 0. Il y a deux états
stationnaires stables. Soitχi = ki/k−i, i = 1, . . . , 3. Lorsqueα = nk4d0/k5 = 3
et χ2 = χ3 on a des expressions simples pour les deux attracteurs lytiquex1 =
(0, 0, d0, 0, 0) et lysogéniquex2 = A(1, χ1A, d0/3, d0/3, d0/3), oùA = 1/

√
χ1χ2.

Les fluctuations autour des trajectoires déterministes qui convergent vers l’attrac-
teur lysogénique sont illustrées dans la figure 1a.

8.2.2.Échec de la limite déterministe

Pour obtenir la limite déterministe on doit supposer que toutes les molécules sont
en grand nombre dans le volume de réaction. En réalité, cette condition n’est pas satis-
faite. Effectivement, une fois que la bactérie est infectée, il n’y a pas de surinfection :
D0 = 1. Ceci signifie que la limite déterministe dans laquelle on remplace le nombre
total de sitesD0 par une densité macroscopique de sitesd0 a uniquement un sens
mathématique. L’occupation de sites est un phénomène essentiellement stochastique.
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Dans la figure 1b nous avons simulé des trajectoires qui évoluent vers l’attracteur
lysogénique pourD0 = 1. On remarque le caractère discret des variablesD,D1, D2.
Les processus déterministes par morceaux sont des bonnes approximations pour les
trajectoires deC, C2. En effet, les moléculesC,C2 sont en grand nombre, on peut
leur appliquer la limite fluide entre deux événements «site non occupé ou en double
occupation» et «site en simple occupation». Ceci n’est pas le cas pour le nombre de
sitesD,D1 qui ne prend que deux valeurs0, 1 puisqu’il n’y a qu’un seul site qui
peut être non occupé, en simple occupation ou en double occupation. L’évolution de
(D, D1) peut être décrite par un processus à sauts sur l’ensemble{0, 1}2. Lorsque le
site est non occupé ou en double occupationD = 1, D1 = 0 ou D = 0, D1 = 0, il
n’y a pas de production deC qui tend à s’équilibrer avec son dimère (les trajectoires
en projection sur la direction deC sont décroissantes). Lorsque le site est en simple
occupationD = 0, D1 = 1 il y a production deC (les trajectoires en projection sur la
directionC sont croissantes).

Notons que le critère heuristique de la section 5 d’identification de la limite dé-
terministe par morceaux s’applique ici. En effet, le petit paramètre du problème est
ε = d0 = 1/V. De plus lorsqueε → 0, k4 = O(1/ε) = O(V) pour maintenirα = 3.
On peut alors aisément vérifier les lois d’échelle [23] conduisant lorsqueε → 0 vers
un processus déterministe par morceaux.

En conclusion, dans le modèle de régulation des états lytique et lisogènique du
bactériophageλ, les variablesD et D1 doivent être modélisées par un processus
de sauts à deux états, et ne convergent pas vers une limite déterministe. Le vecteur
(D, D1, C, C2) est markovien. De plus, pour des valeurs fixées deD,D1, les molé-
culesC sont produites ou détruites en grands nombres, ce qui permet d’approcher
l’évolution deC par un modèle déterministe par morceaux. Il en est de même pour
C2. Le caractère déterministe par morceaux de la dynamique des variablesC,C2 ne
signifie pas que les fluctuations de ces variables sont absentes. Au contraire, ces va-
riables peuvent être soumises à des fluctuations importantes (figure 1b). Cette possi-
bilité conduit a une conclusion biologique : la source des fluctuations n’est pas néces-
sairement la petitesse du nombre moyen de molécules observées, mais pourrait être
la petitesse du nombre d’autres molécules non observées, autrement dit cachées (dans
cet exemple l’occupation de sites).

8.3. Modèle de Cook

Le modèle introduit par (Cooket al., 1998) pour modéliser les phénomènes de
haploinsuffisance (invalidité de la moitié du nombre total de copies d’un gène) peut
être décrit par le système de réactions suivant :

G
k1­

k−1

G∗, G∗ k2−→ G∗ + P, P
k3−→

Dans le modèle de CookG,G∗ sont des versions dormante et active d’un gène,P
est la protéine traduite.
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Ce système de réactions conserve la quantitéG+G∗ = G0. Le régime de haploin-
suffisance est défini par une faible valeurG0. Pour simplifier considéronsG0 = 1, ce
qui signifie une seule copie valide du gène. Dans cette situationG,G∗ ∈ {0, 1}. Plus
généralement, le modèle de Cook pourrait décrire d’autres cas d’activité intermittente
en biologie moléculaire. Par exemple, dans le fonctionnement de voies de signali-
sation,G,G∗ peuvent être considérées comme des variables cachées à deux valeurs
paramètrisant la dynamique d’un système moléculaire dans deux situations (présence
et absence d’une « molécule-clé » ). Des extensions sont possibles à des variables ca-
chées à plusieurs valeurs discrètes (le comportement du système pourrait dépendre de
la présence et de l’absence de certaines molécules).

Les vitesses de réaction dans ce modèle sont(V1, V−1, V2, V3) =
(k1G, k−1G

∗, k2G
∗, k3P ). Le petit paramètre du problème estε = 1/V. Pour

obtenir la limite déterministe par morceaux il faut considérer quek2 = O(V) (dans
ce cas on peut vérifier [23]). Cette condition signifie une grande efficacité de la
production. Dès que le gène est actif, la protéineP est produite en grande quantité et
sa concentration tend vers une valeur d’équilibrePeq = k2/k3. Cette concentration
est atteinte siG reste longtemps actif, mais elle n’est pas nécessairement atteinte
lorsqueG retourne immédiatement à l’état inactif et reste longtemps inactif. Puisque
le nombre de moléculesP est grand, on peut considérer que la dynamique deP
est déterministe pour une valeur deG∗ fixée. On arrive au modèle déterministe par
morceaux suivant :

dP

dt
= −k3P + k2G

∗(t)

oùG∗(t) est un processus de Markov à espace d’étatsE = {0, 1} et fonction d’inten-
sité :

λ(G∗) =
{

k1 si G∗ = 0
k−1 si G∗ = 1

La loi des sauts est triviale, consistant à des passages avec probabilité un deG∗ = 1
versG∗ = 0 et vice-versa. Notons que dans ce cas simple, non seulement le couple
(G∗, P ) mais aussiG∗ est markovien.

On peut maintenant appliquer le théorème 4 avec :

X = P/(k2/k3), γ = G∗, r0(x) = k3x, r1(x) = k3(1−x), λ1 = k−1, λ0 = k1

Dans ce cas, le potentiel est

φ(x) = − ln xk1/k3(1− x)k−1/k3

et les fonctions densité sont

c0g0(x) =
1

B(k1/k3, k−1/k3)
xk1/k3−1(1− x)k−1/k3

c1g1(x) =
1

B(k1/k3, k−1/k3)
xk1/k3(1− x)k−1/k3−1
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oùB est la fonction beta.

On peut alors calculer la loi deX, qui est la loi beta de paramètresr = k1/k3,
s = k−1/k3 et de densité :

p(x) =
1

B(r, s)
xr−1(1− x)s−1

Ce résultat est obtenu aussi par (Karmakaret al., 2004) par une méthode qui
consiste à intégrer l’équation de Kolmogorov rétrograde.

Rappelons que pour tout processus de Markov qui possède une loi invariante, la
densité de cette loi dans un état quelconque est proportionnelle à la fraction du temps
total passé dans cet état. Analysons les situations possibles selon la forme de la fonc-
tion densité de la loi invariante.

C1) Régime bimodal :r = k1/k3 < 1, s = k−1/k3 < 1

Pour r, s < 1, le potentielφ a deux minima locaux et la densité de la loi beta
a deux maxima locaux enx = 0 et x = 1. En conséquence les trajectoires passent
beaucoup de temps dans les étatsP = 0 et P = k2/k3. Ce type de régime élargit la
notion de multi-stationnarité introduite pour des systèmes biologiques déterministes.
En effet, ce phénomène purement aléatoire est limité à des faibles valeurs deG0. Il ne
subsisterait pas dans le régime déterministe (grandes valeurs deG0), car tout système
linéaire déterministe possède au plus un équilibre stable.

La loi invariante ne dit rien sur la façon dont les longueurs des intervalles de
séjour sont distribuées. Les passages dans un sens et dans l’autre entreP = 0 et
P = k2/k3 peuvent s’enchaîner rapidement ou au contraire être très rares. Évidement
ce sont les constantesk1, k−1 qui contrôlent le temps de commutation. De même que
Boxma (Boxmaet al., 2005), pour quantifier le temps de commutation définissons
τr(x) comme le temps entre deux passages consécutifs au niveauP = x, le premier
passage s’effectuant dans le sens deP croissant, et le deuxième dans le sens deP
décroissant. Notons que le temps de retour ainsi défini n’est pas nécessairement égal
au temps de retour dans l’étatG∗ = 0 après être passé par l’étatG∗ = 1. En effet,
on peut activer et désactiver rapidement le gèneG sans avoir un effet important surP
(voir figure 2b).

On peut adapter aisément les estimations de (Boxmaet al., 2005) pour obtenir :

E[τr(x)] = exp[φ(x)](α0 + α1)
∫ 1

x

p(y)dy [34]

Pour le modèle de Cook ceci implique, lorsquex → 0 :

E[τr(x)] =
B(k1/k3, k−1/k3)

k3
x−k1/k3(1 +O(x)) [35]

Il est intéressant de remarquer le comportement du temps de retour aveck1. On
a E[τr(x)] ∼ 1/k1 si k1 est faible (temps de retour contrôlé par le basculement de
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G, G∗) et E[τr(x)] ∼ exp(Ak1), A > 0 si k1 est grand (le temps de retour diverge
aveck1 car dans cette limite on revient au régime déterministe).

En fonction des valeurs du temps de retour et des valeurs de la densité de la loi
invariante près des étatsP = k2/k3 etP = 0 on peut avoir plusieurs sous-régimes :

Oscillations rapides : k1/k3 < 1, k−1/k3 < 1, maisk1, k−1 restent grands,
figure 2a.

Dans ce régime le temps de retour est petit. Les trajectoires passent globalement
un temps grand près des étatsP = 0 et P = k2/k3 mais basculent rapidement entre
ces deux états.

Intermittence : k1, k−1 << k3, figure 2b.

Dans ce régime (bimodal) le temps de retour est grand : les trajectoires basculent
rarement. Si le temps de retour est plus grand que le temps d’observation ou plus
grand que le temps de vie d’une cellule, l’observation expérimentale du phénomène
est statique plutôt que dynamique. Dans la littérature, on appelle cela bruit extrinsèque
(Swainet al., 2002). La distribution des valeurs deP dans une population de cellules
étant bimodale, on observe alors un phénotype fortement différent d’une cellule à une
autre. Ceci pourrait être une caractéristique de la haploinsuffisance ((Cooket al., 1998)
associe l’hétérogénéité pigmentaire de la peau ou des cheveux à un phénomène de
haploinsuffisance dans les mélanocytes).

Pics stochastiques :k1 << k3, maisk−1 = k∞ P n

k+P n est variable, figure 2c.
L’utilisation d’une fonction de Hill pour décrire la dépendance dek−1 enP , traduit
l’auto-inhibition de la protéineP au dessus d’un seuil. Ce cas est caractérisé par un
court temps de séjour en état actifG∗ = 1. Son étude analytique est possible, par le
théorème 4 et l’équation [34]. La production de protéine comporte des pics, séparée
par des intervalles aléatoires. La ressemblance avec l’activité pulsée de certains fac-
teurs de transcription (par exemple le facteur suppresseur de tumeurs P53 (Lahavet
al., 2004)) est remarquable : le modèle stochastique est une alternative intéressante
aux modèles déterministes proposés pour rendre compte de ce phénomène (Bar-Or
et al., 2000). Néanmoins, le caractère markovien de notre description implique une
distribution exponentielle (sans mémoire) des intervalles entre pics. Une telle distri-
bution n’exclut pas des pics très rapprochés l’un de l’autre, ce qui semble contraster
aux observations. Pour borner inférieurement les intervalles entre les pics il faut sortir
du cadre markovien, par exemple en incluant après chaque pic une période réfractaire
pendant laquelle il n’y a pas de transcription.

C2) Régime unimodal :r = k1/k3 > 1, s = k−1/k3 > 1, figure 2d.

Lorsquer, s > 1 la loi invariante est unimodale, on retrouve l’unicité de l’équilibre
déterministe. Le potentielφ possède un unique minimum et la loi beta est unimodale.
Les trajectoires fluctuent autour d’un niveau d’équilibre stochastique, mais l’ampli-
tude des fluctuations décroît avec les valeurs der, s. Les valeurs dek1, k−1 étant
grandes, les sauts sont rapides. La concentration deP à l’équilibre est contrôlée par le
rapportr/s (l’espérance d’une variable aléatoire de loi beta vautr/(r + s)). La limite
r, s → ∞, r/s → C est de nouveau une limite déterministe. Dans cette limite la loi
beta peut être approchée par une loi normale dont la variance estC

s(1+C)3 .
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9. Conclusions

Des théorèmes limites permettent d’approcher les processus de Markov à sauts
utilisés dans la modélisation des phénomènes moléculaires en génétique par des pro-
cessus déterministes ou déterministes par morceaux.

De plus, on peut estimer les fluctuations autour des trajectoires déterministes, à
l’aide d’un théorème central limite.

En pratique, lorsque le nombre de molécules est important, les systèmes de réac-
tions chimiques peuvent être approchés par des processus déterministes.

Dans le cas où le nombre de certaines espèces moléculaires est faible, deux types
de dynamiques sont les plus représentatifs. Le premier type est la dynamique à deux
échelles de temps ; les échelles de temps rapides peuvent être homogénéisées. Le
deuxième type est la dynamique déterministe par morceaux que nous avons choisie
pour une étude plus détaillée.

Dans la dynamique déterministe par morceaux les molécules en faible nombre
sont modélisées par des chaînes de Markov à petit nombre d’états. Des modèles dé-
terministes par morceaux, même très simples, couvrent une large gamme des compor-
tements. Nous avons classé ces comportements selon la loi invariante du processus
et selon le temps de retour. Dans le cas du modèle de Cook nous avons pu mettre
en évidence un régime bimodal avec oscillations rapides, intermittence, ou pics sto-
chastiques, et un régime unimodal dans lequel on retrouve la limite déterministe. Nous
avons présenté des résultats dans le cas de variables à deux états. Le cas à plus de deux
états pourrait être également important, car il permet de considérer des processus non
réversibles qui ne respectent pas la balance détaillée.

Ces résultats peuvent être utilisés pour comprendre et guider les observations ex-
périmentales.
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